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0. Descripcion del trabajo

El presente trabajo responde a todas las preguntas planteadas en la primera seccién, donde también
planteamos otros resultados de conteo combinatorio como el nimero de movimientos a derecha e izquier-
da en el modelo lineal o el nimero de veces que una pieza dada se mueve de una varilla determinada a
otra.

Ademads, en la segunda seccidn tratamos la relacion del juego de las torres de Hanoi con el juego
icosiano para un hipercubo dando con ello una demostracién alternativa del nimero de movimientos
minimo necesario para resolver el juego.

Finalmente, se da la bibliografia donde se muestran tanto los libros y articulos que hemos usado
como referencias para la realizacion del trabajo, asi como las fuentes de las imdgenes no propias.

1. Torres de Hanoi

El juego de las torres de Hanoi, o como también es conocido, de las torres de Brahma o el problema
del fin del mundo, es un juego de sencillas normas del cual vamos a mirar sus historia, encontrar una
solucién 6ptima y a partir de ella realizar diversos conteos combinatorios.

1.1. Historia

En el afio 1883 Edouard Lucas publicé un juego o puzzle matemético
llamado La Torre de Hanoi bajo la identidad inventada del profesor manda-
rin de Siam N. Claus de la universidad Li-Sou-Stian, siendo tanto el apellido
como la universidad anagramas del propio apellido y universidad donde tra-
bajaba Lucas, la universidad de Saint —Louis.

En las instrucciones que acompanaban al juego, Lucas incluy6 una refe-
rencia a los brahmanes, sacerdotes que adoran al dios Brahma, de Benaréf]
y su templo, considerada la ciudad mds antigua del mundo. Pero fue un afio
después, 1884, cuando Henri De Parville, pionero de la ciencia ficcién en
Europa, publicé su articulo en la revista La Nature desarollando por com-
pleto la leyenda que ha acompafiado al juego hasta nuestros tiempos:

Cuenta la leyenda que en Benarés, durante el reinado del Emperador Fo
Hﬂ existia un templo con una cupula que marcaba el centro del mundo.
Debajo de la cipula yacia una base de bronce, en donde se encontraban
acomodadas tres agujas de diamante, cada una del grueso del cuerpo de una
abeja y de una altura de unos cincuenta centimetros aproximadamente. En una de esas agujas, en el
comienzo de los tiempos, Brahma, dios hindu de la creacion, colocé sesenta y cuatro discos de oro
puro, el mayor descansando sobre la base de bronce, y el resto decreciendo en tamafio conforme se va
ascendiendo.

Dia y noche, incesantemente, los sacerdotes del templo se turnaban el trabajo de mover los discos de
una aguja a otra de acuerdo con las leyes inmutables impuestas por Brahma, que requerian que siempre
hubiese algtin sacerdote trabajando, que no se moviese mas de un disco a la vez y que debian colocar
cada disco en alguna de las agujas de modo que nunca cubriese a un disco de radio menor. Cuando los
sesenta y cuatro discos hayan sido transferidos de la aguja en la que Brahma los colocé a otra aguja, el
templo y los sacerdotes se convertirdn en polvo, y junto con ellos el mundo desaparecera.

Edouard Lucas i8]

2Una de las siete ciudades sagradas del hinduismo en India
3Primer emperador de China, aproximadamente del 3300 a.C. al 3400 a.C.
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Como mas adelante veremos el niimero de movimientos para mover los sesenta y cuatro por lo que
los monjes necesitardn una cantidad de

264 1 =18446744 073709 551615=22-10"

movimientos. Siendo optimistas, y suponiendo que los monjes mueven un disco por segundo les costaria
pasar la torre de la varilla inicial a la final aproximadamente

58510 afios,

esto es, 585 mil millones de afios.
Para hacernos una idea de lo que esto supone, tomando que la edad actual del universo estd estimada
en 13.700 millones de afios [3]] lo que haciendo un cociente, nos da que los monjes necesitarian més de

43

veces la edad actual del universo. {Mads de 43 veces suponiendo que sélo tardan un segundo en mover
cada pieza!

1.2. Descripcion del juego

Este juego en su forma mads bdsica esta formado por tres varillas verticales, en una de ellas, la cual
denominaremos origen, se apila una torre de n discos ordenados de mayor a menor tamaifio, siendo el
disco de mayor tamafio la base. El objetivo de este juego consiste en mover la torre de la varilla origen
a la varilla destino con el menor nimero de movimientos posible. Para realizarlo habrd que seguir dos
simples normas:

= Sélo se moverd un disco por vez.
= No se podré colocar un disco de mayor tamafio sobre otro de menor tamafio.

1.3. Estrategia

Lo importante antes de comenzar a contar el nimero de movimientos necesarios para resolver el
juego, y otros poroblemas combinatorios asociados, es tener una solucién del juego y poder garantizar
que esta solucidn es ptima, i.e. la mejor posible.

Teorema 1.1. El algoritmo optimo, el que menor niimero de movimientos requiere, para mover una torre
de n discos de la primera varilla a la tercera es el siguiente algoritmo recursivo:

n Sin =0, entonces no hacer nada.
» Sin =1, entonces mover el vinico disco de la primera varilla a la tercera.
s Sin> 1, entonces:

1. Mover la torre de n — 1 discos de la primera varilla a la segunda, aplicando el mismo algo-
ritmo considerando la segunda varilla como la tercera y viceversa.

2. Mover el n-ésimo disco de la primera varilla a la tercera.

3. Mover la torre de n — 1 discos de la segunda varilla a la tercera, aplicando el mismo algo-
ritmo considerando la primera varilla como la segunda y viceversa.

Ademds, este algoritmo es el uinico algoritmo optimo posible, en el sentido de que cualquier otro algo-
ritmo optimo ejecuta los mismos pasos.



Ejemplo 1.1. Veamos grdficamente como se aplica el algoritmo anterior a los primeros cuatro casos no
nulos.

Cason=1:

Posicion inicial Paso 1

Cason=2:

Posicion inicial Paso 1

Paso 2 Paso 3

Cason = 3:

Posicion inicial Paso 1

Paso 2 Paso 3



Paso 4 Paso 5

Cason =4:
Posicion inicial Paso 1 Paso 2
i
Paso 3 Paso 4 Paso 5
m
Paso 6 Paso 7 Paso 8

Paso 9 Paso 10 Paso 11
Paso 12 Paso 13 Paso 14

Paso 15
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Demostracion. Primero, mostremos que el algoritmo dado funciona. Obviamente, para los casosn =0y
n = 1 funciona. Ahora, supongamos que funciona para una torre con N — 1 > 1 discos, entonces se debe
dar que funciona para una torre con N dado que al analizar el algoritmo se tiene que paso por paso:

1. Mueve de forma efectiva la torre de n — 1 discos de la primera varilla a la segunda.
2. Mueve el n-ésimo disco de la primera varilla a la tercera.
3. Mueve de forma efectiva la torre de n — 1 discos de la segunda varilla a la tercera.

Por lo que resuelve el juego, dado que en los pasos 1 y 3 se tiene éxito por la hipdtesis inductiva.
Finalmente, en virtud del principio de induccién, concluimos que el algoritmo funciona para torres con
una cantidad arbitraria de discos.

Una vez que ya hemos mostrado que funciona, demostremos que es el tnico algoritmo 6ptimo en
el sentido expuesto. Asi, denotemos por A nuestro algoritmo y sea 7" otro algoritmo 6ptimo cualquiera,
denotemos por A, y T, respectivamente las secuencias de movimientos que ejecutan respectivamente A
y T para resolver el juego con n torres. Debemos mostrar que para cada n € N,

A, =T,

Obviamente esto es cierto para n = 0y n = 1 por simple comprobacién de casos, ahora tomemos como
hipdtesis inductiva que efectivamente para esto es cierto paraun N — 1 > 1 y cualquier algoritmo 6ptimo
T'. De este modo, es fécil ver que cualquier algoritmo dptimo para resolver el juego de N torres sigue un
itinerario de la forma

Posicion inicial Posicion antes de mover el disco N-€simo
Posicion tras mover el disco N-ésimo Posicion final

dado que para poder mover la pieza N-ésima, previamente tenemos que quitar todas las que tiene encima
y ademads la tercera varilla debera estar libre para asi poder moverla alli, fijarse que necesariamente en
un algoritmo 6ptimo la pieza grande sélo se mueve una vez dado que cada vez que se mueve hay que
mover la torre con el resto de los discos al completo.

La dnica manera de poder hacerlo es formar una pila en la segunda varilla con las N — 1 piezas de
menor tamafio como se muestra en los dibujos previos. Y una vez movida la N-ésima pieza, solo nos
queda volver a mover la pila de N — 1 piezas de la segunda varilla a la tercera.

Ahora, cualquier algoritmo 6ptimo al realizar estos traslados de la pila de N — 1 piezas debera realizar
los mismo pasos que nuestro algoritmo A, dado que para que el nimero de movimientos sea minimo
debera ser movida con un algoritmo 6ptimo para la torre de N — 1 discos que por hipétesis inductiva hara
los mismo pasos que nuestro algoritmo A.

De esta forma, concluimos que

Ay =Ty.

Y asi, por el principio de induccidn, A es el tinico algoritmo 6ptimo posible -en el sentido expuesto-. [
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1.4. Numero de movimientos sin direccion

Aqui contaremos primero el nimero de movimientos totales para resolver el juego de las torres de
Hanoi con n discos, para después calcular el nimero de movimientos que se da en cada disco.

1.4.1. Totales

Para calcular el nimero de movimientos totales, calcularemos una relaciéon de recurrencia para des-
pués obtener el nimero de movimientos a partir de ella.

Lema 1.2. El niimero total minimo de movimientos necesarios para mover la torre de n discos de una
varilla a otra, a,, viene dado por la relacion de recurrencia:

an=2-ay,_1+1 sin>1
ap=20

Ejemplo 1.2. Analizamos los primeros casos, se ve como se cumple la recurrencia en ellos:

n=20 apg=20

n=1 ag=1 =2-0+1=2-aqp+1

n=2 a=3 =2-1+1=2-a;1+1

n=3 az=T7 =2-341=2-ay+1

n=4 as=15=2-T4+1=2-a3+1
Demostracion. Claramente paran =0y n =1 es cierto. Ahora, si n > 1, recordando el algoritmo recur-
sivo explicado en el teorema [[.I] debemos mover la torre de n — 1 discos a la varilla de paso, después
mover el n-ésimo a la final y mover nuevamente encima suyo la torre de n — 1 discos que teniamos en la
varilla de paso.

Por lo tanto,
a,=ay_1+14+a,-1=2a,-1+1.

Y por el principio de induccién concluimos que se verifica la recurrencia. O]
De la recurrencia anterior obtenemos que:

Teorema 1.3. El niimero total minimo de movimientos necesarios para mover la torre de n discos de

una varilla a otra, a,, viene dada por
a,=2"—-1

Ejemplo 1.3. Claramente se ve que en los primeros casos la formula es cierta.

n=0 ap=0 =201
n=1 a=1 =2'—1
n=2 ay=3 =2°-1
3 a3=7 =2°-1
4 au=15=2%-1

n
n

Demostracion. Lo probaremos por tres métodos distitintos: por induccién, usando la funcién generatriz
y matricialmente.



i) Por induccion:
Aplicando la relacion de recurrencia obtenida, lema[l.2] se da que para n = 0 es cierto, dado que

ap=2"—1=0.
Y si lo fuera cierto para N — 1, entonces es cierto para N dado que
ay=2-ay_1+1=2-2"1-D41=2N-241=2VN_1.
Por lo que en virtud del principio de induccién, concluimos que
a,=2"—1.

ii) Usando la funcién generatriz:
Por el lemall.2]

a,=2a,_1+1 sin>1
a():O

De esta forma, la funcién generatriz verifica que

n=0 n=1
= Z(Z-an_l +1)-x"= Z (2ap—1 -x"+x") = Z (2a,—1)-x"+ Z x"
n=1 n=1 n=1 n=1
B oo . oo . B =) ; oo B X
=2x- ;an_l X x ;xn =2x- Z’ an X" +x- Zx" =2x-g4(x)+ T
n—= n= n=0 n=0
Luego,
a 1—-2x)= .
G (1 -2 =
Y asi,
(x) = 7
8 = 00— 2x)
donde

x=(1—-x)—(1—-2x)
al ser dividido por (1 —x)(1 —2x) nos da

! I (1—x)—(1-2x) x -
2 T-x . (1-0(-29  (-9-29 %

que aplicando el desarrollo de la serie geométrica nos da que

G =Y 20 - Y A=Y (1)

n=0 n=0 n=0

De este modo, concluimos que el nimero de movimientos es dado por

a, =2"—1.



iii) Matricialmente:
Para aplicar los métodos del dlgebra lineal de matrices, visualizamos la relacion de recurrencia como
una funcién afin
flx)=2x+1.

La cual nos permite reescribir la recurrencia como

ay :f(an—l)-

Matricialmente tenemos la siguiente expresion
an\ _ (2 1\ (an1)_ (2 1\"(a _ (2 1\"(0
1) \0 1 1) \0 1 1) \0 1 1
2 1
0 1)’
ap\ (0
(1))
Ahora, supongamos que A sea diagonalizableﬂ en ese caso, hay una P € GL,(C) tal que

A 0
A:P(O M)Pl

De este modo, si

A

entonces

donde Ag y A; son los autovalores de la matriz A. Y por lo tanto, podriamos calcular la potencia de la
matriz que buscamos facilmente, ya que

n_ 2o 0N, 1\ ol O\, ,(AF O\ ..
A_(P<O M)p ) _P(O M)P (% o)

en virtud de que X — PXP~! es un homomorismo de grupos.
Para obtener P calculamos el polinomio caracteristico, los autovalores y autovectores de la matriz A,
asi se da que el poinomio caracteristico es

2a(x) = det (xgz !

x—1

) =(x=2)(x—1).
A partir de donde se tiene que los autovalores de A son 2 y 1, de donde inmediatamente A es diagonali-

zable sobre (Q al tener todas sus raices en ese cuerpo X, y no ser multiple ninguna. Facilmente, aplicando
la definicidn, tenemos como autovector de 2 a

y como autovector de 1 a

De este modo,
1 1
(o)

“Lo que se expone a continuacién también funciona usando la forma canénica de Jordan, cuyas potencias son ficiles de
calcular.




es una de las matrices de paso deseadas, bajo la cual

(2 0\
a=r(3 )

Aplicando lo anterior, se calcula la potencia de A” como sigue:

6 =6 )G D667
()-G ) 0-670-07)

Y consecuentemente,
a,=2"—1

De modo que,

como desedbamos mostrar. OJ

1.4.2. De cada pieza

Aligual que con el nimero de movimientos totales, primero calcularemos una relacién de recurrencia
y después a partir de ella determinaremos el nimero de movimientos de cada pieza.

Lema 1.4. El niimero minimo de movimientos de la pieza p-ésimaE] necesarios para mover la torre de n
discos de una varilla a otra, ab, verifica que:

2-615_1 sin>p
al =<1 sin=p

0 sin<p

Ejemplo 1.4. Analizando los primeros cuatro casos, se observa que

a%zl a%zO a?:O a‘f:O
1 _»_ 1 2 3 _ 4

a%—2—2~a% a%—l , a%—O a‘%—O
a?:4:2-a% a%:2:2-a% a§:1 . ai:O

Y asi, en ellos tenemos que se cumple el lema.

Demostracion. Sin < p, entonces no hay pieza p-ésima cuando jugamos y se verifica que no la movemos
ninguna vez, y asi
al =0.

Abhora, si n = p, entonces el p-ésimo disco es el mayor y solamente se meve una vez, de la varilla inicial
a la final en virtud del algoritmo dado en el teorema([I.1] Y asf,
p_
a,=1.
Finalmente, si n > p, volviendo al algoritmo recursivo dado en el teorema [I.I[se da que primero se

mueve la torre de n — 1 a la varilla de paso, para después el disco n-ésimo de la varilla inicial a la final,
y después mover la torre de n — 1 discos de la varilla de paso a la final.

>Tomamos p € Nj.
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En el primer paso, nuestro disco p-ésimo se mueve tantas veces como lo hace en juego con n — 1
discos, en el segundo no se mueve dado que el n-ésimo disco no es el p-ésimo al ser n > p, y en el tercer
paso de nuevo el disco p-ésimo se mueve tantas veces como en el juego de n — 1 discos. Y de ese modo,
para n > p concluimos que

P —9.,P
a,=2-a,_,.

Con lo que concluye la demostracion del lema. O]

Teorema 1.5. El niimero minimo de movimientos de la pieza p—ésimaﬂ necesarios para mover la torre

de n discos de una varilla a otra, al, viene dado por:

2P sin>p

dy, = .
0, sin <p.

Ejemplo 1.5. Analizando los primeros cuatro casos, se observa que

al=1=2"1 42=0 a3 =0 at=0
ay=2=2>"1 g2=1=222 43=0 a3=0
ay=4=2"1 2=2=232 &=1=2%3 a}=0
ay=8=2%1 4g1=4=2%2 4} =2=243 gl=1=244

y que en ellos el teorema se verifica.

Demostracion. La demostracion, se basa en usar fuertemente el lema [1.4] asi esto lo realizaremos me-
diante tres formas: por induccién, usando la funcién generatriz y algebraicamente.
i) Por induccion:

Sin < p, entonces el lema|[I[.4]nos da la afirmacion. Ahora, apliquemos induccién para n > p.

El caso inicial n = p ya ha sido probado usando el lema|I.4] ahora tomemos como hipétesis inductiva
que se cumple para un N > p, y entonces por el lema[I.4]tenemos que dado que N+ 1 > p se da que

ah =2-af =22V =Nt1=p

Por lo que se cumple para N 4 1. De este modo, por el principio de induccidn, se verifica para cada
n > py concluye la prueba.
ii) Usando la funcién generatiz:

Para un p cualquiera, planteemos la funcién generatriz

gp(x) = Z ab - x".
n=0

Por el lema dado que a, = 0si n < p, esto puede escribirse como

(o)

gp(x) = Z ab-x" =xP. Z ab - x""P =xP. Zagw-xn.
n=p n=p n=0

A partir de aqui, usando el lema[I.4]tenemos que para cada n € Ny se verifica

» 1 sin=20

an+ g
p P :
2-an71+p sin>0

Al igual que en el lema p €Nj.
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Y asi, de

[} o) (o]

y4 n __ p n __
Zanﬂ,-x —I+Zan+p-x =1+
n=0 n=1

o)

p _ p n—1 __ p n
2~an_1+p-x"—1+2‘x2an_l+p-x —1+2-xZan+p-x,
1 n=1 n=0

n=

se obtiene que
gp(x) = Zaﬁ-x”zxp- ZaZ—O—p'xn
n=0

=x. 1+2.x2a5+p-x" =xP +2x-xP Zafl)er'xn = x4 2x-gp(x).
n=0 n=0

O lo que es lo mismo, (1 —2x)g,(x) =x" 6

g“”:1f?
donde aplicando el desarrollo de la serie geométrica
xP = - -
gp(x) = 1—x =xP ;)2")6” = ZE)ann_p = n; 2P
n= n= P

Esto nos da excatamente la afirmacion, al recordar que el coeficiente de x"* es exactamente ah.
iii) Algebraicamente:

Los casos n < p ya son dados por el lema|I.4] asi que nos centraremos en el caso n > p, para el que
consideraremos la sucesion {x, },>o dada por

— P
Xn = Ay y -
Que por el lema [I.4] verifica
) 1, sin=0
M =lpyp = p -
2-an71+p =2-x,_1, sin>0.

De esta forma, como para n > 0,
Xn =2 Xp-1,

la ecuacion asociada a la recurrencia es

A=2,

y por ello, se da que nuestra sucesion {x, },>o es de la forma

x, =C-2".
Como xop = 1,nosdaC =1,y asi
x, =2"
paran > 0, o sea
y4 __An
Apyp =12

para n > 0. Lo cual, cambiando el subindice se traduce en
abh =2""*
cuando n > p. Por lo que concluye la demostracion del teorema. ]
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1.5. Modelo circular

El modelo circular se basa en suponer que las varillas del juego estdn colocadas en una cirunferencia
como sigue

En nuestro paricularizacién, tomaremos como sentido positivo el antihorario y como negativo el
horario, asi tendremos que mover la torre de la varilla A a la varilla C y consideraremos que mover a
izquierda una pieza es moverla una posicién en el sentido positivo y moverla a derecha moverla una
posicion en el sentido negativo.

0O

Mover a izquierda Mover a derecha

Si bien esta decision es arbitraria, ddindose que podiamos haber tomado otra varilla inicial o final
u otro sentido, se da que cualquier otro modelo circular imaginable es convertible a este. Por ello, sin
pérdida de generalidad trataremos con este modelo circular, al ser los resultados que se obtienen para él
facilmente convertibles a cualquier otro modelo.

1.5.1. Secuencias de movimientos

Lema 1.6. Dado el juego de las torres de Hanoi con una torre de n discos en el modelo circular, consi-
deremos la sucesion de los discos movidos en el algoritmo optimo, s,, cuyo i-ésimo témino es el niimero
del disco movido en el i-ésimo movimiento. Entonces, para cada n € Ny se verifica que

1 sin=1

S}’l: .
Sp—1,M,8p—1 sin>1

Y que s, es simétrica.

Ejemplo 1.6. Si consideramos los cuatro primeros casos de las torres de Hanoi, puede observarse como
se verifica el lema dado que

s1=1
s2=1,2,1 =51,2,51
s3=1,2,1,3,1,2,1 =52,3,82

S4 = 1,2717371727174>1727173717271 :S3,4,S3

y claramente sy, s3, S3 y S4 son simétricas.
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Demostracion. Primero, probemos la relacion de recurrencia aplicando el algoritmo dado en el teorema
Asi, para n = 1, la afirmacion es claramente cierta dado que s; = 1, y si n > 1, nuestro algoritmo
recursivo nos da que primero movemos la torre de n — 1 discos de la varilla A a la varilla B, después
movemos el n-ésimo disco de la varilla A a la C y finalmente movemos la torre de n — 1 discos de la B a
laC.

Abhora, claramente la sucesion de piezas movidas obtenida al mover la torre de n — 1 discos es inde-
pendiente de las varillas de origen y legada, por ello inicialmente tenemo la sucesion s,_ 1, donde después
viene n al mover el disco n-ésimo y finalmente de nuevo s, al mover la torre de n — 1 discos de nuevo.
Por ello, concluimos que

Sp = Sn—1,M,8n—1-

Y la firmacion es cierta para cada n > 1, por lo que conluye la prueba de la relacién de recurrencia para
las suecesiones de piezas movidas.

Finalmente, usemos el hecho anterior para probar la simetria de s, usando el principio de induccién
nuevamente. Asi, para N = 1 es cierta claramente la simetria, y si lo es para un N > 1, entonces lo es
para N + 1 dado que

SN+1 :SN,N+1,SN

debe ser simétrica al serlo sy. Ergo, por el principio de induccidon concluye la prueba de simetria. ]

Teorema 1.7. Dado el juego de las torres de Hanoi con una torre de n discos en el modelo circular,
entonces el disco p-ésimaE] se mueve por primera vez en el movimiento 2P~ y a partir de ahi cada 2P
movimientos moviéndose por iiltima vez en el movimiento 2" — 2P~'. Ademds, si n— p es par, entonces
el disco se moverd siempre a la izquierda, y si es impar, entonces a la derecha.

Ejemplo 1.7. Analizaremos lo que sucede con una torre de 4 discos, para ello miramos la siguiente
tabla donde A denota la primera varilla, B la segunda, C la tercera, y D denota que el movimiento es
hacia la derecha e I hacia a la izquierda.

| Mov. | Disco | V. salida | V. llegada | Sentido |

1 1 A B D
2 2 A C 1
3 1 B C D
4 3 A B D
5 1 C A D
6 2 C B I
7 1 A B D
8 4 A C 1
9 1 B C D
10 2 B A I
11 1 C A D
12 3 B C D
13 1 A B D
14 2 A C 1
15 1 B C D

En la tabla se aprecia que efectivamente se verifica el teorema, esto es:

"Obviamente, p € {1,...,n}
8Recordar la colocacién de las varillas A, By C en el modelo circular, y el significado de mover a derecha y mover a
izquierda en dicho modelo.
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1. El primer disco se mueve por primera vez en el movimiento 2'=' = 1 y después cada 2" =2
movimientos hasta llegar al iiltimo movimiento 2* — 211 = 15. Ademds, se mueve siempre a la
derecha, como era de esperar al ser 4 — 1 = 3 impar.

2. El segundo disco se mueve por primera vez en el movimiento 2>~' = 2 y después cada 2*> = 4
movimientos hasta llegar al iiltimo movimiento 2* —2>~! = 14. Ademds, se mueve siempre a la
izquierda, como era de esperar al ser 4 —2 = 2 par.

3. El tercer disco se mueve por primera vez en el movimiento 2371 = 4 y después cada 2> = 8
movimientos hasta llegar al iiltimo movimiento 2* — 231 = 12. Ademds, se mueve siempre a la
derecha, como era de esperar al ser 4 —3 = 1 impar.

4. El cuarto disco se mueve sélo en el movimiento 2*~' = 8, y lo hace hacia la izquierda, como era
de esperar al ser 4 —4 = 0 par.

Demostracion. Dividiremos la prueba en varias partes, siguiendo el siguiente orden: movimiento inicial,
movimiento final, periodo del movimiento y sentido de los movimientos de un disco.
1) Movimiento inicial

Procedamos por induccidn, asi sea p € N; se da que claramente se mueve una vez cuando n = p,
dado que en ese caso por el lema|[I.6/o bien p = 1 y entonces

51:1

O bien, p > 1y entonces
Sp=S8p—-1,P,8p—1

donde la longitud de s, es 2,1+ 1 porel teorema y asi efetivamente el disco p-ésimo se mueve
por primera vez en el movimiento 27~ !-ésimo dado que p no puede aparecer en s p—1. A partir de aqui, si
la afirmacién es cierta para un N > p, tenemos que lo serd para N + 1 dado que por el lema|[I.6se tiene
que

sN+1=SN,N+1,sy.

Y por ello, la primera posicién sy en la que aparece p es la misma que la de sy, que por hipétesis
inductiva es 27!, Y asi, por el principio de induccién concluimos que la primera vez que se mueve la
p-ésima pieza en el juego con n discos, con n > p, es en el movimiento 27~ !-ésimo.

2) Movimiento final

Sea p € Ny y n > p, se da que p aparece por primera vez en s, en la posicién 27~ !-&simo, pero como
por el lema sn €s simétrica, se da que aparecerd por Gltima vez en la posicién [(2" — 1) — (27~ 1 —1)]-
ésima dado que por el teoremal|l.3(s, tiene longitud 2" — 1. De esta forma, concluimos que la dltima vez
que se mueve la pieza p-ésima es en el (2" —27~!)-ésimo movimiento.

3) Periodicidad del movimiento

Sea p € Ny y n > p, probemos por induccién que cada 2” movimientos se mueve la p-ésima pieza
desde la primera vez en el movimiento 27~ !-ésimo hasta la dltima vez en el movimiento (2” — ZP_I)—
ésimo en el juego de las torres de Hanoi con n discos.

En primer lugar, cuando n = p la afirmacidn es claramente cierta dado que a pesar de moverse una
séla vez, es técnicamente cierto que se mueve cada 27 movimientos entre el movimiento 27~ !-ésimo y
el 27 — 2P~ 1_&simo, que es el mismo movimiento. A partir de aquf, tomemos como hipétesis inductiva
que la afirmacion es cierta para un N > p y probaremos que también lo es para N + 1. Asi, por el lema

[1.6]se tiene que
SN+1 = SN7N+ 17SN-
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Y por ello dadas dos apariciones sucesivas de p en sy 1, bien ambas estan en el primer o segundo sy y
por la hipétesis inductiva se diferencian exactamente en 27, o bien una estd en el primer sy y la otra en
el segundo sy.

En este dltimo caso, necesariamente la primera debe ser la dltima aparicion de p en el primer sy y
la segunda la primera en el segundo sy. Asi, la primera p aparece en la posicién (2N — 21’_1)—ésima de
sy+1y la segunda p aparecerd en la posicién (2N + 21”1)—ésima dado que p que la posicion de N + 1 es
la 2V-ésima en virtud de que por el teorema sy tiene longitud 2V — 1.

De esta forma, estas dos posiciones distan 27 y por ello, la afirmacién es cierta para N 4 1. Finalmen-
te, el principio de induccién nos da la afirmacién general.

4) Sentido de los movimientos

Sea p € Ny y n > p, probaremos que el disco p-ésimo se mueve siempre a la izquierda si n — p es
par y siempre a la derecha si n — p es impar en el juego con n discos. Para ello, usaremos de nuevo el
principio de induccion.

En virtud de algoritmo recursivo dado en el teoremal[I.1]y que estamos moviendo la torre de la varilla
A ala C, cuando n = p la p-ésima pieza se mueve una Unica vez de la varilla A a la C, esto es, realiza
todos sus movimientos hacia la izquierda. Por lo que en este caso se cumple la afirmacién dado que en
este cason—p =p—p =0es par.

Ahora, tomemos como hipdtesis inductiva que la afirmacion es cierta para un N > p y probémosla
para N + 1. Asf, por el algoritmo recursivo dado en el teorema[l.Ijcomo N+ 1 > 1 se da que realizamos
los siguientes pasos:

= Movemos la torre de N discos de la varilla A a la B, esto es, a la derecha.
= Movemos el disco (N + 1)-ésimo una posicion a la izquierda.
= Movemos la torre de N discos de la varilla B a la C, esto es, a la derecha.

Asti, por hipétesis inductiva sabemos que al mover la torre de N discos a la izquierda la p-ésima pieza se
mueve siempre a la izquierda si N — p es par, y siempre a la derecha si es impar. Ahora, al considerar la
simetria del plano que intercambia By C y fija A, tenemos que todo movimiento a izquierda pasa a ser
un movimiento a derecha y viceversa, y ademads la torre de N discos que antes se movia de A a C, esto
es, hacia la izquierda; se mueve ahora de A a B, esto es, hacia la derecha.

De esa forma, la hipétesis inductiva nos permite afirmar gracias a la simetria anterior que al mover la
torre de N discos a la derecha la p-ésima pieza se mueve siempre a la derecha si N — p es par, y siempre
a la izquierda si es impar. A partir de ello, tenemos la afirmacion deseada dado que

= La p-ésima pieza se mueve a la izquierda si y sélo si N — p es impar, lo cual pasa si y sélo si
N-+1—pespar.

= La p-ésima pieza se mueve a la derecha siy s6lo si N — p es par, lo cual pasasiy sélosiN+1—p
es impar.

en virtud de que la torre de N discos s6lo se mueve hacia la derecha en el algoritmo que consideramos,
la hipétesis inductiva aplicada tras la simetria y que la p-ésima pieza s6lo se mueve cuando movemos
la torre de N discos. Ergo, la afirmacion es cierta para N + 1 y el principio de induccién concluye la
demostracion. 0

Fijarse que este teorema nos describe como son los movimientos usado para resolver el juego de
las torres de Hanoi con #n torres en el modelo circular, y ademds nos permite tener una demostracion
alternativa de los teoremas 1.3y analizando los periodos de movimiento de cada pieza, esta técnica,
la usaremos para probar el teorema|l.12

Ademads, es interesante ver que el algoritmo dado para las torres de Hanoi puede simplificarse bas-
tante a la hora de ser ejecutado usando el teorema anterior como sigue:
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Corolario 1.8. Dado el juego de las torres de Hanoi con n discos en el modelo circular, para resolver
el juego de manera optima basta seguir el siguiente algoritmo

» Sin—1 es par, entonces hasta que se llegue a una solucion ejecutar ciclicamente:

1. Mover la pieza pequeriia hacia la izquierda.
2. Mover la tinica pieza distinta de la pequeria que pueda moverse a la tinica posicion a la que
pueda moverse.

» Sin—1 esimpar, entonces hasta que se llegue a una solucion ejecutar ciclicamente:

1. Mover la pieza pequeiia hacia la derecha.
2. Mover la tinica pieza distinta de la pequeria que pueda moverse a la tinica posicion a la que
pueda moverse.

Ejemplo 1.8. Observando el ejemplo puede verse claramente como la pieza pequeiia se mueve
alternadamente siempre en el mismo sentido segiin el modelo circular, y como en cada paso intermedio
donde se mueve una pieza de mayor tamariio hay una tinica posibilidad para ese movimiento.

Por ello, el algoritmo simplificado que acabamos que dar funciona de forma efectiva, y ademds es
optimo, en estos primeros cuatro casos considerados.

Demostracion. Claramente los movimientos de la pieza pequena encajan con los del algoritmo 6ptimo
del teorema[L.Ilen virtud del teorema [1.7.

Abhora sélo nos que queda ver que los movimientos de las piezas no pequefias encajan con el algorit-
mo. Para ello, fijfémonos en que en cada paso intermedio todas las piezas no pueden estar en una misma
varilla, y de esa forma hay al menos una pieza en las dos varillas donde no se halla la pieza pequefia. En
esas dos varillas, habra a lo sumo dos piezas candidatas a mover, de las cuales solamente se puede mover
la menor de su varilla a la otra, al no poderse mover obviamente a la varilla donde esta la pieza pequefia.

De esta forma, el algoritmo que hemos dado coincide necesariamente en todos los pasos intermedios
con el algoritmo 6ptimo del teorema |l.1{al no haber otra posibilidad de movimiento a la hora de mover
los discos no pequeiios. O]

1.5.2. Nuamero de movimientos dirigidos

Una consecuencia inmediata del teorema al ser combinado con el teorema es la cantidad de
movimientos a derecha e izquierda de una pieza dada.

Corolario 1.9. Dado el juego de las torres de Hanoi con una torre de n discos en el modelo circular, el
niimero de movimientos a izquierda de la pieza p—ésimaﬂ a izquierda, i, es dado por

2P sin>pyn—pespar

SpY
|

0 sin < p6n— pimpar
Y el niimero de movimientos de esa misma pieza a derecha, df, es dado por

2P sin> pyn—pesimpar
dy = . )
0 sin<pon—p par

9Tomamos p € Nj.
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Ejemplo 1.9. Basta ver como en el caso n =4, basdndonos en la tabla dada en el ejemplo|[l.7] se verifica
que

ii=0
i7=4=2%72
ii=0
if=1=2%4
Y
dy =8=2%"1
dr=0
dy =2=2""
di =0

Demostracion. Por el teorema todos los movimientos son a izquierda si n — p es par, y son a de-
recha si n — p es impar, a partir de ahi, s6lo hemos de aplicar el teorema que nos da el nimero de
movimientos de la pieza p-ésima en el juego con n discos.

(Posteriormente al demostrar el teorema[I.12]se tendrd una demostracion alternativa de este hecho.)
[

1.6. Modelo lineal

El modelo lineal de las torres de Hanoi, es con el que hemos estado trabajando hasta ahora excepto
al considerar el modelo circular, consiste en considerar las tres varillas alienadas y poner como varilla
inicial la izquierda y como final la derecha.

En este modelo, los movimientos tienen asociados un movimiento y una magnitud en tanto que no
es lo mismo mover a la derecha una posicion que mover dos posiciones a la derecha. De esta forma, es
importante considerar esta magnitud a la hora de mover a derecha o izquierda.

Esto es ciertamente arbitrario en lo que a varillas inicial y final se refiere, sin embargo, a nivel
conceptual no ganamos nada nuevo y la conversion de los resultados que obtenemos de nuestro modelo
lineal a cualquier otro modelo lineal son inmediatos. Por ello, sin pérdida de generalidad, podemos
trabajar en el modelo lineal descrito inicialmente.

1.6.1. Secuencias de movimientos

Proposicion 1.10. Dado el juego de las torres de Hanoi con una torre de n discos en el modelo lineal,
entonces el disco p-ésim se mueve por primera vez en el movimiento 2P, y a partir de ahi cada 2P
movimientos moviéndose por iiltima vez en el movimiento 2" — 2P~'. Ademds, si n— p es par, entonces
el disco se moverd ciclicamente una vez dos posiciones a la derecha y dos veces una posicion a la
izquierda; y si es impar, entonces se moverd ciclicamente dos veces una posicion a la derecha y una vez
dos posiciones a la izquierda.

Ejemplo 1.10. Tomando el ejemplo denotando ahora por 1D los movimientos un lugar a la derecha
y por 2D los movimientos dos posiciones a la derecha y, andlogamente, lo mismo con 11y 2I; se obtiene
la siguiente tabla.

190Obviamente, p € {1,...,n}
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| Mov. | Disco | V. salida | V. llegada | Sentido |

1 1 A B 1D
2 2 A C 2D
3 1 B C 1D
4 3 A B 1D
5 1 C A 21
6 2 C B 11
7 1 A B 1D
8 4 A C 2D
9 1 B C 1D
10 2 B A 11
11 1 C A 21
12 3 B C 1D
13 1 A B 1D
14 2 A C 2D
15 1 B C 1D

Donde podemos observar que se verifica el teorema, dado que:

1. La primera pieza se mueve uno a la derecha dos veces, para después moverse dos a la izquierda.

2. La segunda pieza se mueve primero dos a la derecha, para moverse después dos veces una a la
izquierda y dos a la derecha.

3. La tercera pieza se mueve dos veces una posicion a la derecha.

4. La cuarta pieza se mueve dos a la derecha.

Demostracion. Establezcamos una biyeccion entre el modelo circular y el modelo lineal, identificando
la varilla O con la izquierda, la 1 con la central y la 2 con la derecha. A partir de aqui, es facil ver que
mover a derecha en el modelo circular en el modelo lineal se traduce a

= Mover una posicion a la derecha en las varillas O (izquierda) y 1 (central).
= Mover dos posiciones a la izquierda en la varilla 2 (derecha).

y mover a izquierda en

= Mover una posicion a la izquierda en las 1 (central) y 2 (derecha).
= Mover dos posiciones a la derecha en la varilla O (izquierda).

A partir de esta traduccion y el teoremal[l.7]se obtienen los resultados deseados. O]

1.6.2. Numero de movimientos dirigidos

Un colorario del teorema anterior, @], es el siguiente teorema basado en contar simplemente las
veces que se realiza un desplazamiento a derecha y otro a izquierda basandonos en que sabemos el
nimero total de movimientos de cada pieza en virtud del teorema

Corolario 1.11. Dado el juego de las torres de Hanoi con una torre de n discos en el modelo lineal, el
niimero de movimientos a izquierda de la pieza p—ésim a izquierda, i, es dado por

w (B4 (=1r=Py-2mP—4), sin>p
" 0, sin<p.

""Tomamos p € Nj.
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Y el niimero de movimientos de esa misma pieza a derecha, d?. es dado por

p_ J§(B=(=D)") 2P d) sinzp
" 0, sin<p.

Lo cual de forma equivalente puede escribirse com

%(2"*1’—1), sin>pyn—pes par %(2”’1’—#2), sin>pyn—pes par
i = %(2”_1’—2), sin>pyn—pesimpar db = %(2”_P+1), sin>pyn—pesimpar
0, sin<p 0, sin<p

Ejemplo 1.11. Basta ver como en el caso n = 4, basdndonos en la tabla dada en el ejemplo se
verifica que

iy =2= é (B+(=n*1)2*"-4)
F=2=((3+(-1)"%) 22 -a)
F=0= £ ((3+(-1)") 24 —4)
i} =0= é (B+(=1)**) -2t -4
y
dh=6=((3-(-1)*") 2" +4)
B3 (- ()Y 2y
G=2=((3—(-1)"7) 2" +4)
d=1= (3 (1)) 24 19)

Demostracion. Si p > n el resultado es inmediato, dado que no hay pieza p-ésima; asi supongamos
n > p. En este caso, la pieza sabemos que se mueve 2" 7 veces por el teorema por el teoremam
sabemos que si n — p es par, entonces se realizan la secuencia de desplazamientos

= Dos posiciones a la derecha
» Una posicién a la izquierda
= Una posicion a la izquierda

Y si n— p es impar, entonces

» Una posicién a la derecha
= Una posicion a la derecha
= Dos posiciones a la izquierda

De este modo, para contar el nimero de movimientos a izquierda, el problema se traduce de forma
inmediata, por lo anterior, a contar el nimeros de ceros en sucesiones de la forma

100100100...

12Basta considerar la paridad de n — p y operar segtin (—1)" 7 sea 1 0 —1.
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de longitud 2"~7 si n — p es par, y a contarlos en sucesiones de la forma
110110110...

de longitud 2" 7 si n — p es impar. Y asi, una vez calculados los movimientos a izquierda, es inmediato
obtener los movimientos a derecha mediante

db =2""P P,
Como muestran las igualdades

1 2
~ (2P 2)=2"P - (2"P 1)
3 3
2 n— n— 1 n—
§(2 Pyl)=2 P—§(2 P—2)
correspondientes a los casos n — p par y n — p impar respectivamente. Por ello, contaremos solamente
los movimientos a izquierda.
Calculo

Dividamos en dos casos el cdlculo, como ya se ha mostrado antes.
Caso n— p par

En este caso, por ser n — p par,

2"P =(—1)""?=1(mdbd 3).
De ese modo,
2P —1
3

es entero. Por ello, en nuestra sucesion, hay 2"7;) =L secuencias 100 y una cola final 1, i.e. podemos
escribirla como

il |
3

——
100...1001.
A partir de aqui, dado que la cola final no tiene ceros, y cada subsecuencia 100 tiene dos, se da que hay

2"r—-1 2 ..,
2. —5— =3 (2 1)
ceros, y por ello esa cantidad de movimientos a izquierda cuando n — p es par.
Caso n— p impar
Ahora, al ser n — p impar,
2P =(—=1)""P=—1(mdd 3).

De ese modo,

2P 1
3
es entero. Por ello, en nuestra sucesion, hay % —1= ang —2 gecuencias 110 y una cola final 1, i.e.
podemos expresarla como
2”_3{’72
———
110...11011.

De donde, dado que la cola final no tiene ceros, y cada subsecuencia 110 tiene uno, se da que hay

2P —2 1
Z = __(onP_2
37— =3 )
ceros, y por ello se da esa cantidad de movimientos a izquierda cuando n — p es impar.
Con esto concluye la demostracién del teorema. ]
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1.7. Numero de movimientos de una varilla a otra

Aqui vamos a contar el nimero de veces que movemos una pieza de una determinada varilla a otra y
a partir de ahi, e indicar que resultados que se deducen de este teorema. Por conveniencia trabajaremos
sobre el modelo circular, denotando a la varilla A por 1, ala B por 2y ala C por 3.

Teorema 1.12. Sea a?’jp el niimero de veces que movemos la pieza p-ésima de la varilla i-ésima a la

varilla j-ésima en el juego de las torres de Hanoi con n discos, se verifica que sii = j 6 n < p, entonces

np __
4j =0,

y si n > p, entonces

a8 = (- (1))@ 1)
di = (14 (-1 )27 +2)
7= (1= (1))@ 4 1)
= L0+ (1))@ 1)
= (= (1))@ -2
B = L+ (1)@ )

6

O de forma equivalente, planteando segiin n — p sea par o impar,

Ejemplo 1.12. Tomando el caso n = 4, y basdndonos en la tabla del ejemplo[1.7) 6 se puede ver

Si n— p par

Si n— p impar

P si n— p par
L3 , Si n— p impar
P 0, si n— p par
23 12" P+1), sin—pimpar
P %(2"_1’—1), sin— p par
21 0, si n— p impar
P 0, si n— p par
31 % (2"=P —=2), sin—pimpar
P %(2”_1’—1), sin— p par
3.2 0, si n— p impar
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como se verifica para p = 1,

para p =2,

para p =3,

@t =3= (- (-1 )@ 4 )
@t =0= L+ @ +2)
ayy=3= é(1 — (=" HEe )
@31 =0= (14 (-1 H@ )
dt=2= (- (-1 HE ' -2)
@3 =0= (14 (-1 H@ )
a;, =0= é(l (-2 (22 +1)
aj3=2= é(l +(=1)*?2)2*%+2)
1

6
1 _ _
a3=1=c(1-(-1* )2+ 1)
1 _ _
ay1=0=(1+ (=12 1)
1 _ _
a1 =0=c(1- (=)' )" -2
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y para p =4,

@i =0= (- (-1 @)
did=1= L+ ()@ 4 42)
@i =0= (- (-1 @4 1)
i ==+
@t =0= (- (-1 @"* -2)
a3 =0= 01+ (D HE -

Demostracion. Los demostraremos de dos formas distintas: la primera usando el teorema [I.7]y la se-
gunda usando el método matricial basdndonos en el algoritmo recursivo dada en el teorema [I.1]
i) Mediante el teorema|l.7
Fijémonos que la primera parte es trivial, esto es, sii = j 6 n < p, entonces claramente
Gy =0
dado que claramente ni movemos ninguna pieza de una varilla en s misma ni movemos piezas de tamafio
mayor que la n-ésima cuando jugamos con la torre de n discos.

A partir de aqui, supondremos que n > p para el resto de la demostracién. Al igual que cuando
probamos el colorario el método actual se basard en plantear las sucesiones apropiadas y contar
cuantas veces aparece cada una de las transiciones. De este modo, dada la pieza p-ésima construiremos
la sucesion

apaiay ...

donde cada a; es cada una de las varillas donde ha estado dicha pieza, dindose que ag es la varilla inicial,
y parai > 0 se da que a; es la varilla a la que va a parar en el i-ésimo movimiento.

Por un lado, gracias al teorema sabemos que la sucesion anterior tiene una longitud de 2" 7 + 1
al contar la varilla inicial y cada una de las otras varillas a las que se mueve. Y por otro lado, el teorema
nos dice que la sucesion es de la forma

132132132...

sin— p es par, y de la forma
123123123...

si n — p es impar, dado que la pieza se mueve en el modelo circular siempre a izquierda si n — p es par
y siempre a derecha si es impar. Siendo mds explicitos, cuando n — p es par, la p-ésima pieza al ir a
izquierda ird de la varilla 1 ala 3,dela3 ala2y dela2 alal repitiendo el ciclo hasta que deje de
moverse, y andlogamente cuando n — p es impar, irddelal ala2,dela2ala3 ydela3ala 1 repitiendo
el ciclo hasta que deja de moverse; y por ello las sucesiones consisten en repetir respectivamente 132 y
123.

Separemos ahora el problema en dos casos segin n — p sea par o impar, dado que segin el caso la
secuencia a considerar es distinta.
Caso n— p par

En este caso, al ser n — p par, se da que

2P+ 1=(—-1)"P4+1=141=2(mdd 3).
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Y asi,
A )
3
es entero. De esto, tenemos que nuestra secuencia de la forma

132132132...

consta de 2”7§ —2 repeticiones de 132 con una cola final de 13, por lo que podemos escribirla como

A )
3

——
132...13213

Ahora, para calcular a ] P s6lo hemos de contar cuantas veces aparece i j en la sucesién anterior, dado
que por cada ij en la sucesion la pieza ha pasado de la varilla i-ésima a la j-ésima. Claramente 12, 23 y
31 no aparecen dado que detrds de un 1 hay siempre un 3, de un 2 un 1 y de un 3 un 2, y por ello

n.p n.p
412—023—"31—0

Finalmente, 13 aparece una vez por cada 132 y una mas en la cola final, por lo que
2P -2 2P+ 1
np __ 1 — ;
a, 3 3 + 3
2"

21 aparece cada vez que aparece un 132 seguido de otro 132, lo cual pasa g =21 Vece y uno mas
al final, al estar 132 seguido de 13 nos da otro 21, luego

2P 2 2P -2
e L =

y 32 aparece una vez por cada 132 y no parece en la cola final, asi

2" P 2
a37§ h— T.

Caso n— p impar
Aplicamos la misma estrategia que antes, s6lo que ahora, al ser n — p impar, de da que

2"P 4+ 1=(-1)"P4+1=—-1+1=0(mdbd 3).
Y asi,
2P+ 1
3

.z 2 n—p .
es entero, por lo que nuestra sucesion estd formada exactamente por 23—“ 123, y por ello, puede escri-
birse como

P4
3

——
123...123.

Aqui, es inmediato ver que 13, 21 y 32 no aparecen, dado que detrds de un 1 siempre hay un 2, de un 2

un 3 y de un 3 un 1. Por ello,
mp _ p: P _ (.
13 =91 =431 =

13Basta ver que esto pasa con todos los 132 menos el tltimo.
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Por dltimo, 12 aparece una vez por cada 123, por lo que

2P 41
np _ .
a1,2 3 ’
23 también una vez por cada 123, asi
7p Zn_p + 1 .
2 3 3 :

y 31 una vez por cada 123 con un 123 detrds, lo cual es cierto para cada 123 menos el dltimo de la
secuencia, luego
a';’f _ 2"P+1 | — 2"*17—2.
: 3 3
De esta forma concluye la demostracién usando el teoremall.7]
ii) Matricialmente
Al igual que antes, sii = j 6 n < p, entonces es trivial que

np _
al'7j h— 0

Asi, primero, planteemos una relacién de recurrencia, sabiendo que

Q

S

N N e L LV SEN

Q

WS WS Naiu SRS S IS |

Q

I
©C o o o ~ ©

Q
I

dado que en ese caso el p-ésimo disco es el mayor y sélo se mueve una vez de la varilla inicial (1) a la
final (3).

Ahora, si n > p, entonces tomando nuestro algoritmo inicialmente movemos la torre de n — 1 de la
varilla 1 a la 2, para después mover el n-ésimo disco y finalmente mover la torre de n — 1 discos de la
varilla 2 a la 3. De esta forma en la primera parte el disco p-ésimo se mueve como al resolver el juego
con n — 1 discos, pero con los papeles de 2 y 3 intercambiados; en la segunda el disco p-€simo no se
mueve y en la tercera de nuevo el disco p-€simo se mueve como en el juego de n — 1 discos, s6lo que
con los papeles de 1 y 2 intercambiados.

De esta forma, sea ¢ = (2,3) y T = (1,2) las trasposiciones que intercambian 2y 3y 1 y 2 respecti-
vamente, se verifica que para cada i, j € {1,2,3} distintos se verifica

np _ n—1p n—1,p
ai,j = dg;i ,0J +arz7rj :

O lo que es lo mismo, tras desarrollar caso por caso la igualdad anterior,

n,p Lp nl,p
czlz—a13 +a,

al’g:alz ’p+an b
42’5—032 p+a1_3 "
a;?:a?ﬂ P +dy, bp
s =dy P +a'§,_zl’p

n,p n—1L,p -
a3 =dy3 " +djz
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De este modo, sea

OO = O = O
S OO = O =
-0 O O = O
—_ o = O O O

se tiene

para n > p. De esta forma, obtenemos que

P — APP . P
v, =A vy

S = O = OO

para n > p. Por ello, para calcular v}, habremos de aplicar la misma técnica usada en la demostracion
del teorema([I.3] Fijarse, que sabemos que A es diagonalizable por el teorema espectral al ser simétrica y
real, por ello, primero calculamos el polinomio caracteristico de A obteniendo

xa(x) = (x=2)(x—1)*(x+1)*(x+2)

y a partir de él, sabemos que los valores propios de A son 2, 1, —1 y —2. Ahora, calculamos una base

autovalores obteniendo la matriz de paso

1 1. 0 1 O
1 0 1 0 1
I -1 1 -1 —1
P=11 1 -1 21 4
1 0 -1 0 1
I -1 0 1 O
cuya inversa es
1 1 1 1
2 1 -1 1
Irri1 2 1 -1
-1_ 1
Pr=sl2 1 -1
-1 2 -1 -1
1 -1 1 -1
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y, que verifica que

2 0 0 1 0O O
010 0 0 O
_ 001 0 0 O 1
A=Pto 00 -1 0 olf?”
000 O -1 O
000 0 0 =2
De esta forma,
2" 0 0 1 0 0
010 0 0 0
n_p 0 01 0 0 0 1
AT=P 0 0 0 (=1) 0 0 P
0 00 0 (=1)" 0
0 00 0 0 (=2)"

I+ (=D)ME"+2) (A-(=D)ME"+1) (Q+(=D)M"=1) (1= (=1)")"+1)

(I=(=)M@"+1) (A+(=D)MQ"+2) (1-(=)M)@"+1) (I+(=1)")2"-1)

TIA+EDME=1) (I=(=DM@"+1) (1+(=1)")2"+2) (1-(=D")(2"-2)

6(1-(-1)M"+1) (T+(=1)MH"-1) (1-(-1)"2"-2) (1+(-1)")(2"+2)

(I+(=)ME" =1 (1-(=)""-2) A+ =1) (1-(=1)")"+1)

(I-(=D)M2"-2) I+ -1 (1-(=D)M)2"+1) (I+(=1)")2"-1)
Y de ese modo,

(I—=(=1)"P)2"7+1)

(L+(=1)"P)(2"7+2)

oo L] (= (=1y@r )

"o (L+(=D)TP) (2P 1)

(L= (=D P)(2"P-2)

(I+(=D)"P)2"7-1)

como deseadbamos mostrar.

Es facil ver como los teoremas [[.3] y [I.5] junto a los colorarios [[.9) y [I.TT] son consecuencias del
presente teorema, que a su vez no es mas que un refinamiento de esos resultados. Ahora, como colorario

propio tenemos

Corolario 1.13. Sea a’ i el niimero de veces que movemos una pieza de la varilla i-ésima a la varilla

j-ésima en el juego de las torres de Hanoi con n discos, se verifica que sii = j, entonces

n __
d;,j =0,

14Que omitimos dado el tamafio de la matriz.
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y sino, entonces

a’fg:é(Znﬁ- (_2)3”_1 +n—1+ (_1)2’1_1)
aj3= é (2"~|— : _(3_2)'1 +2-n—(—1)"
ag,3—é(2n+ (_2)3n_1+n—1+ (_1)2’1_1)
as | :é(2”+ 1_(3_2)n —n—1+ (_1)2"_1)
s, = é (2"+ (_2);_1 —2-n—(-1)"
ag,z—é(Z"—f— 1_(3_2)'1 —-n—1+ (—1)2”—1)

Ejemplo 1.13. Tomando el caso n =4, y utilizando nuevamente la tabla del ejemplo|1.7|6|1.10} se puede
ver claramente que

1 —2)*—1 —1*—1
a1’2:4:8(24+() +4—1+()2 )
1 1—(—2)*
ﬁ3:3:8(f+ 3 +2-4—(=1)*
1 —2)4— —1*—1
i (L C0)
1 1—(=2)* —1*—1
03,1:1=8(24+ <3 )—4—1+( )2 )
1 (—2)*—1
%JZZZE(f+ 24— (1)
1 1—(=2)* —1)*=1
a3’2:1:8(24+ (3 )—4—1+( ) )

Demostracion. Basta aplicar el teorema [I.12] y sumar sobre p las expresiones, aplicando la férmula
para la suma de progresiones geométricas y agrupando los términos para obtener la férmula en el modo
deseado. [

2. Juego icosiano en un hipercubo y torres de Hanoi

En la seccidn anterior hemos contado casi todo lo que podia contarse acerca del juego de las torres de
Hanoi o al menos, en su defecto, desarrollado todas las técnicas necesarias para ello. Sin embargo, ahora
mostraremos como pasar del juego de las torres de Hanoi al juego icosiano en un n-cubo y aprovechar
esto para dar una demostracion alternativa del teorema([l.3]
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2.1. Juego icosiano

Aqui daremos la descripcion del juego icosiano, asi como un poco de su historia, y su formalizacion
precisa para poder explicar después de forma clara y explicita la relacién de este juego con el de las
torres de Hanoi.

2.1.1. Historia

El juego icosiano es un juego propuesto por el matemético irlandés Wi-
lliam Rowan Hamilton fue inventado en 1850 motivado por su creacién del
célculo icosiano. Este célculo fue un invento de Hamilton que le permitia
describir las simetrias del icosaedro, y también del dodecaedro, y operar con
ellas,E y lo usaba para mostrar un ejemplo de célculo distinto de sus cua-
terniones, los cuales no son mds que un intento fallido de obtener nimeros
complejos con los que describir el espacio tridimensionalm

El juego propuesto por Hamilton consistia en encontrar en un dodecae-
dro un camino, que yendo por los vértices y aristas pasara por todos los
vértices una y s6lo una vez y fuera cerrado, esto es, que el vértice inicial y el
final sean los mismos. Posteriormente el juego fue comercializado en diver-
sas formas, incluyendo una versién en la que los vértices estaban etiquetadas
William Rowan Hamilton & ¢op Jas grandes ciudades del mundo.

2.1.2. Descripcion del juego

Como ya hemos dicho el juego icosiano clasico consiste en dado un dodecaedro, encontrar un camino
que pase por todos los vértices una y sélo una vez y empiece y acabe en el mismo vértice. Ahora,
claramente, esto equivale a buscar un camino que vaya por los vértices y sus aristas que pase por todos
los vértices una y s6lo una vez y empiece y acabe en dos vértices que se hallen unidos por una arista.

El juego anterior cabe ser generalizado a cualquier objeto con vértices unidos por aristas, lo cual es
un grafo. De este modo, formalicemos la idea de objeto con vértices y aristas en la de grafo como sigue:

Definicion 2.1. Un grafo G es un par ordenado de conjuntos (V,A) que verifica que A es un subconjunto

de (%) = {{x,y}|x,y € V}.
Ademds,

n A los elementos de 'V se les llama vértices.
n A los elementos de A se les llama aristas.
» Dos vértices x,y € V se dicen adyacentes cuando {x,y} € A.

Y ahora la del camino que queremos encontrar, que se llamaré ciclo hamiltoniano por razones histé-
ricas que ya son evidentes, es la siguiente:

Definicion 2.2. Un ciclo hamiltoniano en un grafo G es una sucesion de vértices
VovVi...-Vn
tal que

1. Todo vértice de G aparece al menos una vez en ella.

I5Esto es, Hamilton no estaba mas que operando con el grupo de isometrias del espacio que dejaba fijo al icosaedro.
161os cuaterniones no son mds que un cuerpo no conmutativo que contiene al cuerpo de los niimeros complejos como
subcuerpo y que constituye un espacio vectorial real de dimension cuatro.
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2. Ningtin vértice se repite.
3. vo y v, son adyacentes.
4. Paracadai€ {0,1,...n— 1}, v; y viy| son adyacentes.

De este modo, el juego icosiano se traduce en dado una grafo G encontrar un ciclo hamiltoniano en él,
cabe indicar que este problema en general es dificil computacionalmente, y que nosotros nos limitaremos
s6lo a un caso particular, que es el siguiente:

Dado un hipercubo encontrar un ciclo hamiltoniano en él.

El cual esté relacionado con el juego de las torres de Hanoi.

2.2. Modelo de hipercubo n-dimensional o n-cubo

Antes de mostrar y demostrar la relacion existente entre las torres de Hanoi y el juego icosiano para
el hipercubo, mostraremos el modelo de hipercubo que vamos a usar con el objetivo de dejar claro que
significa en este caso hipercubo.

Definicion 2.3. Un n-cubo o hipercubo n-dimensional es un grafo, HC,, donde (V,A) estdn dados por

» V={0,1}"
» Dados x,y €V, entonces {x,y} € A siy sélo si x ey difieren tinicamente en una componente.

Ejemplo 2.1. Los primeros cuatro casos, n € {1,2,3,4}, que son el segmento, el cuadrado, el cubo 'y el
teseracto o hipercubo (cuatridimensional) se pueden ver representados en el plano a continuacion:

(1,1) (0,1)

[ $
* ° * ®
(0) (1) (0,0) (1,0)
1-cubo 2-cubo
(0,1,0,1) (1,1,0,1)
(0,1,0) (1,1,0)
(0,15171) (1,1,41)
0,1,1) (1,11 (0,1,0,0) (1,1,050) k
(0,1,1,0) (1,1,1,0) (0,0,1,1) (1,0,1,1)
_(0,050,1) (1,0,0,1)
(0,0,1;0) (1,0,1,0) .
(0,0,1) (1,0,1)
(0,0,0) (1,0,0) (0,0,0,0) (1,0,0,0)
3-cubo 4-cubo

donde en el caso del cubo las aristas en la direccion vertical son las diagonales, y en el caso del teseracto
las diagonales negras estdn en la direccion vertical y las diagonales de color grisdceo en la cuarta
direccion posible en R*.
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Como ayuda a la visualizacién cabe fijarse en que un O-cubo es un punto, y a partir de ahi, que un
(n+1)-cubo no es mas que un n-cubo desplazado en una (n+ 1)-direccién de R"*! ortogonal a todas las
direcciones de R" donde vive sin problemas el n-cubo, siendo las aristas la traza dejada por los vértices
al moverse en esa nueva direccion.

2.3. Relacion general

Una vez explicado el juego icosiano, debemos relacionarlo con el juego de las torres de Hanoi, para
ello es interesante fijarse que la relacion se basa en asociar a cada disco una direccion en el espacio. Y
una vez hecho esto, para encontrar el ciclo hamiltoniano en el hipercubo sélo hay que moverse en esa
direccién cada vez que movamos el disco.

Esto es, los discos nos indican las direcciones de movimiento en las que nos movemos si y s6lo si
el disco se mueve en el correspondiente juego de Hanoi. Haciendo precisa esta afirmacion tenemos el
siguiente teorema que nos relaciona ambos conceptos de forma precisa.

Teorema 2.1. Dado el juego de las torres de Hanoi con n discos, denotemos por { Pi}?i1 la sucesion
en la que cada p; es el niimero del disco que se mueve en el movimiento i-ésimo en la solucion dptima.
Entonces, un ciclo Hamiltoniano en el n-cubo viene dada por la sucesion de vértices

Vo... Vg

n

definida inductivamente por

1. Vo = (0,...,0)
2. Para cada i > 1, v; es vi_1 con la coordenada p;-ésima cambiada, esto es, si es un uno cambia a
cero y viceversa.

Ejemplo 2.2. Para ilustrar el teorema pondremos los ejemplos de los casosn=1,n=2, n=3yn=4,
donde para este ultimo usamos la representacion usual en dos dimensiones.

En el caso n =1, el 1-cubo no es mds que un segmento y la torre de Hanoi consta solo de un disco,
por lo que su sucesion de discos movidos es

En el cual al aplicar la correspondencia anterior, sélo nos movemos una vez y en la tinica direccion
posible, obteniendo

(0) 1 4]

En el caso n = 2, el 2-cubo no es mds que un cuadrado y el juego de las torres de Hanoi con dos
discos tiene secuencia

1,2,1

=

La cual al movernos en las direcciones 1, después la 2 y finalmente la 1 nos da el dseado ciclo hamilto-
niano en el cuadrado como se muestra a continuacion:

""Dado que la representacion en cuatro dimensiones no es posible.
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(1,1) (0,1)

[ ®
1
2
1
9
(0,0 (1,0)

En el caso n = 3, el 3-cubo es un cubo. Ahora, para una torre de tres discos la secuencia de piezas
movidas toma la forma
1,2,1,3,1,2,1

La cual al movernos en esas direcciones en el cubo, nos da el ciclo hamiltoniano deseado como podemos
ver a continuacion:

(0,1,0) 1 (1,1,0)
N (0.1,1) (1,1,1)
2
(0,0,1) (1,0,1)
(0,0,0) 1 (1,0,0)

En el caso n = 4, el 4-cubo es un teseracto o hipercubo (de cuatro dimensiones) y como para una
torre de cuatro discos la secuencia de piezas movidas toma la forma

1,2,1,3,1,2,1,4,1,2,1,3,1,2,1

Se obtiene el siguiente ciclo hamiltoniano en el 4-cubo

(0,1,0,1) ; (1,1,0,1)
: ‘
1~
) P R (RN
0100 " 1 @00 |
3 - e . 2
(©.1.1,0) (1.1.1.0) (0,01,1) (1.0,11)
\ T
" t0001) 1 7T (1,0,0,1)
(0,0,1,0) (1,010 -
=

(0,0,0,0) 1 (1,0,0,0)
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al aplicar la correspondencia del teorema.

Demostracion. Procedamos por induccién, para n = 1 el teorema es cierto como ya se ha mostrado en
el teorema Asi, supongamos como hipdtesis inductiva que es cierto para un N > 1, y probemos que
entonces lo es para N + IP__gI Ahora, por el lema tenemos que la sucesion de discos movidos verifica

SN+1 :SN,N+1,SN.

De esta forma, sea
VO---Vby

el ciclo hamiltoniano en el N-cubo asociado a sy por la hipdtesis inductiv; aplicando la correspon-
dencia dada en el teorema se ve que para el (N + 1)-cubo obtenemos

(V(),O)...(VbN,O)(VbN,l)...(vO, 1)

dado que inicialmente obtenemos el resultado de considerar sy, para después alterar la dltima compo-
nente al aparecer N 4 1 y por tultimo revertir todos los cambios en las N primeras componentes al darse
que Sy es simétrica por el lema|[I.6]y no aparecer en ella N + 1.

Finalmente, s6lo nos queda ver que efectivamente (vo,0) y (vo, 1) son adyacentes, pero ello es in-
mediato dado que se diferencian s6lo en una componente, la dltima. De esta forma, tenemos un ciclo
hamiltoniano en el (N + 1)-cubo a partir de la solucién del juego de las torres de Hanoi con N + 1 discos.

Por tltimo, el principio de induccién nos da la validez del toerema para cada n € N;. La demostracion
ha concluido. L

Finalmente, y para concluir, veamos como lo anterior se aplica para dar una demostracion alternativa
del teorema[l.3l

Demostracion alternativa del teorema Dada la solucién 6ptima del juego con n torres, por el teore-
ma[2.1] tenemos un ciclo hamiltoniano asociado en el n-cubo

V0, V1. Vp,

donde la transicién de v;_1 a v; se realiza modificando la componente correspondiente a la pieza que se
mueve en el i-ésimo movimiento parai € {1,...,b,}.

Ahora, por un lado dado que el n-cubo tiene 2" vértices, en virtud de que su conjnto de vértices es
{0,1}", y todos los vértices aparecen una y s6lo una vez en el ciclo hamiltoniano, se da que

b, =2".

Y por otro lado, dado que por cada v;,v;; | hay un movimiento del algoritmo 6ptimo por lo ya dicho, se
obtiene que necesariamente hay

by—1=2"—1

movimientos en nuestro algoritmo éptimo dado en el teorema |I.1] O

18Formalmente también se verifica para n = 0, pero ese caso no es interesante para comenzar la induccién en él.
19Como se verd esta prueba tiene similitudes con la del teorema
20Sjendo by la longitud de dicho ciclo.
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